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Отсюда следует, что уравнения (22) и (23) не равны друг другу. Это зна-
чит, что касательные к профилям зубьев, спрофилированных одним и тем же 
инструментом, но с разными движениями заготовки относительно режущего 
инструмента, не совпадают и имеют разные углы наклона к осям координат. 
Следовательно, в обоих случаях профили зубьев разные. 
Результат, полученный в уравнениях (22) и (23), можно сформулировать 
в виде теоремы. 
Теорема. Для обеспечения расположения зубьев нормально центроиде 
нарезаемого участка некруглого колеса необходимо и достаточно заготовке 
нарезаемого колеса, кроме согласованного с производящим инструментом 
вращательного движения с постоянной окружной скоростью сообщать до-
полнительные обкатные движения в плоскости нормального сечения обра-
зующей аксоида нарезаемого колеса относительно полюса зацепления наре-
заемого колеса и режущего инструмента таким образом, чтобы центр кривиз-
ны нарезаемого участка центроиды находился на линии нормали к центроиде 
режущего инструмента, проходящей через мгновенный центр вращения. 
Доказательством теоремы служит изложенный выше материал. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ УСТОЙЧИВОСТИ РЕШЕНИЯ СИСТЕМЫ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ, ОПИСЫВАЮЩИХ 
ЦИЛИНДРИЧЕСКУЮ ПЕРЕДАЧУ НОВИКОВА ДЛЗ 
 
Виконано дослідження стійкості рішення системи диференційних рівнянь з змінними коефіцієн-
тами, що описують циліндричну передачу Новикова.  
 
Stability of the decision of system of the differential equations with the variable factors, Novikov de-
scribing cylindrical gear is investigated. 
 
Для задачи об устойчивости движения в постановке Ляпунова А.М. ха-
рактерно следующее: 
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а) рассматривается устойчивость невозмущенного движения только по 
отношению к возмущениям начальных условий; 
б) предполагается, что начальные возмущения, а следовательно, и по-
следующие возмущения – достаточно малые величины; 
в) рассматривается неограниченный интервал времени. 
Рабочим состоянием многих машин и агрегатов является колебательное 
движение их звеньев, не является исключением и зубчатая передача. Будем 
считать ее голономной механической системой, которая в общем случае опи-






s ,..2,1;,...,, 1 == ,                              (1) 
 
и в которой функции Xs удовлетворяют условиям Липшица по переменным xs 
в каждой замкнутой области GG ⊂δ  и +∈ tJt , где [ ]∞≤≤=+ tJt 0 : 
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При этом из теории обыкновенных дифференциальных уравнений из-
вестно [1], что по каждому набору вещественных чисел ( )000201 ,,..., txxx n  из об-
ласти +× tJGδ  определяется n непрерывно дифференцируемых функций 
 ( ) ( ) nstxtxxxtx sns ,..2,1;,,...,, 000201 == ,                               (3) 
 
удовлетворяющих системе (1) и принимающих значения 
 ( ) 00 при ttxtx ss == . 
 
Следует заметить, что функции XS (s=1,2,..n) должны, естественно, зави-
сеть от некоторых конструктивных параметров передачи ( ) Ω∈mγγ ..1 . 
Наряду с системой (1) имеет место другая система 
 
( ) ( ) ( ),,..2,1;,..,,,..,, 11 nSxxtRxxtXdt
dx
nsns
s =+=                      (4) 
 
в которой функции ( )ns xxtR ,..,, 1  учитывают непрерывно действующие воз-
мущения на систему (1). В этом случае можно предположить, что в области 
+× tJGδ существует решение системы (4) и оно единственно для заданных на-
чальных условий. Однако в [1] показано, что функции ( )ns xxtR ,..,, 1  на прак-
тике не определимы, что существенно усложняет задачу, но, как правило, из-
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вестны верхние границы, которые эти функции не превосходят. Для упрощения 




dx ,= ;                                                   (5) 
( ) ( )xtRxtX
dt
dx ,, += ,                                             (6) 
 
где x, X и R – n-мерные векторы в пространстве En. 
Решением систем (5) и (6) следует считать вектор-функцию x(t) с компо-
нентами x1(t),..xn(t). Введя далее обозначение { }TttttJ +≤≤= 00: , где Т>0, 
будем считать, что системы (5) и (6) определены в области 
   
+×⊂×= tJGJGD δ .                                            (7) 
 
Установив понятие предельного перехода в нормированном фазовом 
пространстве, можно далее предположить, что последовательность векторов 
xm0 сходится при ∞→m  к вектору х0. Обозначим через x=f(t) решение систе-
мы (5), определенное в области D начальным вектором xm0, т.е. fm(t0)=xm0. То-
гда, если x=f(t) – решение системы (5), определенное на том же отрезке и со-
ответствующее начальному вектору х0, то будем иметь limfm(t)=f(t), при 
∞→m , причем стремление к пределу на J равномерно по t. Содержание 
этого утверждения состоит в следующем. Если выполнены приведенные вы-
ше условия, то для любого положительного ε можно указать положительное δ 
такое, что неравенство ( ) ( ) ε<− tftfm  имеет место при t∈J, лишь только при 
δ<− 00 xx m . Это утверждение, носящее название теоремы о непрерывной за-
висимости решения от начальных данных [1], использовано нами ниже. 
Основным методом исследования технической устойчивости движения 
является метод функций Ляпунова, опирающийся на исследование поведения 
вспомогательной функции на траектории рассматриваемой системы. 
Таким образом, опираясь на вышеизложенное, оценить устойчивость систе 
мы [2] ( ) ;1ш1111 МcI =−+ ϕϕϕ&&  
 ( ) ( ) ( ) ;шз1ш2ш1ш11шш ϕϕϕϕ &&& hМRzFRzFсI ′−−=++−−  
 ( )[ ] ( )[ ] ( ) ( )
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( ) ( ) ( ) ;кз4к2к14к2кк ϕϕϕϕ &&& hМRzFRzFсI ′′−=++−+  
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 ( ) ,44к244 МcI −=−− ϕϕϕ&&  
где 
 ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )[ ]кшкшккшшз11 111 ψψβϕϕ −−±+−+−±Δ+−−±= xxxj pizxxpizRRpizcAzF ; 
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )[ ]кш2121ккшш21з22 111 ψψβϕϕ −+−±+−++−±Δ+−+−±= qpizxxqpizRRqpizcAzF xкшxxj , 
 















1 ,,,,,,, ϕψψϕϕϕ xx  согласно (3) должны существовать в нашем 
случае 8 функций, удовлетворяющих (1). Эти функции ( ) ( ) ( ) ( ),,,, шкш1 txttt ϕϕϕ  ( ) ( ) ( ) ( )ttttx 4кшк ,,, ϕψψ  у нас заданы таблично, т.к. получены численным интег-





















При изменении одного из начальных условий, а именно ϕ1=0,00188+1%, 
после анализа полученных графиков, оказалось, что изменения составляют 
для ϕш(0,04)=–0,00205, что на 10,8% отличается от исходного значения в со-





Изменения по обобщенным координатам, % 
  ϕш          ϕ1        ϕк         ϕ4         хш         хк         ψш        ψк 
ϕш+1% 5 11,8 0,8 0,4 0,1 0,1 0 3 
ϕ1+1% 10,8 12 8,2 0 0 0 0 0 
ϕк+1% 5 13 0,8 0,2 11 3,5 0 3 
ϕ4+1% 5 4 0 0,6 14 3,5 0 0 
хш+1% 5 4,2 0,8 0,4 0,1 7 0 3 
хк+1% 14 1 0,8 0,1 2 3,5 0 0 
ψш+1% 5 9 1,3 0 11 7 1,5 3 
ψк+1% 5 12,6 0 0,4 0,1 11 1,5 3 
 
Для ϕ1 расхождения составили 12%, для ϕк – 8,2%, для хш, хк, ϕ4 изменения 
составили 0%. Изменяя начальные условия, согласно теореме о непрерывности 
зависимости решения от начальных условий, на +1% по каждой из координат 
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отдельно, получаем искомые функции, которые отличаются от первоначальных 
на 0–14%, что является достаточным признаком технической устойчивости ре-
шения. Расчеты по всем координатам сведены в таблицу. 
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КРИТЕРИИ РАБОТОСПОСОБНОСТИ РЕЕЧНОЙ 
ПЕРЕДАЧИ СО СМЕЩЕНИЕМ РЕЙКИ 
 
Викладено математичну модель визначення геометро-кінематичних критеріїв працездатності 
рейкової передачі загального вигляду та рейкової цівкової передачі з і зсувом вихідного контуру. 
 
The mathematical model of definition of the geometric and kinematic criteria of work capacity of rail 
transmission of a general view and rail sausage filler nozzle transmissions with and shift of an initial 
head loop is stated. 
 
Постановка проблемы. Реечные передачи находят применение в сило-
вых механизмах – в автомобилях, сельскохозяйственных и подъемно-
транспортных машинах, прессовом оборудовании, в пищевой промышленно-
сти и др. Причем, работоспособность реечных передач существенно влияет на 
работоспособность оборудования в целом. Поэтому задача повышения нагру-
зочной способности и долговечности таких передач является актуальной и 
может быть отнесена к проблеме многокритериальной оптимизации машино-
строительных конструкций [1]. 
 
Анализ литературы. Эвольвентные реечные передачи достаточно изу-
чены. Теория таких передач [2, 3, 4], а также значительный опыт, накоплен-
ный в ходе их эксплуатации, позволяют сделать вывод о том, что они достиг-
ли своего предела по качественным показателям работоспособности. Под-
тверждением тому является развитие в последние десятилетия новых видов 
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реечных передач, в том числе цевочных. Их развитие связано, в значительной 
мере, с крупногабаритными передачами. В основном они применяются вза-
мен эвольвентных передач [5]. Известны цевочные передачи, в которых цевки 
рейки зацепляются с эвольвентным зубчатым колесом [6]. Причем, предла-
гаемое зацепление является приближенным, а поэтому не обеспечивает по-
стоянную скорость движения рейки.  
Математическая модель определения геометро-кинематических крите-
риев реечных передач общего вида и реечных цевочных передач без смеще-
ния рейки получена в работе [8]. 
 
Цель статьи. Получить математическую модель реечных передач со 
смещением рейки. 
Рассмотрим зацепление прямозубой рейки общего вида с зубчатым ко-
лесом и следующие системы координат (рисунок 1): 
– XYZ  – неподвижная система координат;  
– 222 ZYX  – система координат, связанная с колесом;  
– ppp ZYX  – система координат, связанная с рейкой.  
 
 
Рисунок 1 – Схема зацепления рейки с колесом со смещением: 
н.п. – начальная прямая; 2ω  – угловая скорость колеса; 
2ϕ  – угол поворота колеса; ξ  – смещение рейки 
 
Профиль зубьев рейки изображен в виде кривой 21 ββ − . Уравнение 
этой кривой в системе координат ppp ZYX  запишем в виде: 
 ( )λ1fX p = ; 
 ( )λ1fYp = ; (1) 
0ZZ p = , 
